La multiplication des relatifs

On décide de placer immédiatement les éleves dans D. En effet, dans Z, la premicre rencontre
avec le calcul d’un produit du type « un positif fois un négatif », n x (-m) avec n et m entiers

naturels, peut déboucher sur la technique (-m)+(-m)+...+(-m). C’est-a-dire sur

ntermes

I’extension a Z de la définition de la multiplication dans N vue comme addition itégée. Ce
n’est pas en soi un probléme, mais cela le devient au plan didactique dans la mesu% il
retarde le recours a la distributivité et cantonne la définition du produit a une dgigit®n’qui
n’est opératoire que dans N et dont on sait qu’elle se constitue souvent en obsjagle ctique
lorsqu’il faut enseigner le produit de deux décimaux en 6°. Autant donc éviteactiver en
4° ce qui favorise chez les éléves le retour vers cet obstacle. De plus, si ST la voie qui
fait rencontrer 1’extension de la multiplication comme addition itégée, algfs le recours a
I’extension de la distributivité intervient au moment de la détermis@tpn, du produit de deux
entiers négatifs, et il se pose de nouveau pour chacun des cas t la régle des signes

pour des décimaux relatifs.

Les considérations qui précedent nous conduisent a dé X faire vivre immédiatement
I’extension a D de la distributivité et de la commuyaki e la multiplication dans ¢/, en
engageant les €leves a rechercher a enlever la projl ité des calculs de produits dans D,
et non pas d’abord dans Z, puis ensuite dans D.

I. Premiere rencontre avec la Qnaticité du calcul du produit de deux
relatifs et exploration du tQ aches relevant de cette problématicité

1" possibilité

Le choix de dépa 0@ a replonger les ¢€léves dans des calculs sur les relatifs, au cours
desquels on ren@‘tr produit d’un positif par un négatif comme probléme que 1’on aura a

résoudre.

On prop C, a titre de reprise de ce que 1’on a appris sur les relatifs en 5°, des calculs du
type ts, a effectuer mentalement, sans la calculatrice, a raison de quelques minutes
engént dWeure, avant de passer a autre chose :

Sommes algébriques : 3517 ;23 -48;-54+9,2;10,7-12,2;
Parentheses et sommes d’opposés : -3 —-(5-2);-3+(5-2);(-1,1-2,2)-3,3;
-1,1-(2,2-3,3);1,5+(7-85);(1,5+7)-85;(-1,6-0,8) +24;-1,6-0,8 +2.4

Produits (comme on a, auparavant, calculé des sommes algébriques en respectant les priorités
des parentheses, il y a une forte probabilité pour que les éléves continuent dans les calculs
suivants, d’autant que développer engage dans des calculs quasiment impossibles & mener
«detéte»):51x%x(-2,3+12,3);2x(-4,8+5,4);(-6,5+9,5)x9,1;



8,4+ 1,6) x (-11,2+ 15,4) ; (-1,8 + 7,8) x 999.
2% possibilité

Il peut apparaitre étrange aux ¢leves de reprendre les calculs sur les relatifs qu’ils
« connaissent » de la classe de 5°... Il est aussi possible que cela apparaisse comme une perte
de temps, aussi bien pour les éleves que pour le professeur. Aussi peut-on directement
engager les ¢leves dans la démarche suivante de laquelle émerge le probléme, mais que les
¢léves ne reconnaitront peut-Etre pas tout de suite et qu’il faudra alors que le professeur mette
en exergue :

Calculer  mentalement - 51 x(-23+12,3); 2x(-48+54); (-6,5+ 9,5IN2.1 ;
8,4+1,6)x(-11,2+154);(-1,8+7,8) x 999. N

Ces calculs attirent 1’attention des éléves sur la nécessité d’effectuer tout d’al@es sommes
dans les parentheses. On passe alors au calcul : 3,8 x (4,7 - 14,7) = 3,8 x ({Yv
alc

Il est bien possible que certains ¢éléves ne voient ni la nouveauté gfi.calcuY ni sa difficulté,
our résultat -38 ou

d’autant qu’il s’agit d’un calcul mental, et qu’ils donnent immédjgte
gy’ du résultat donné et

38. C’est alors le role du professeur de demander la just:
d’indiquer que la classe est face a un nouveau probléme, % paraison avec les calculs
précédents. On passe alors a I’écriture des calculs prégfe8 fin d’observer ce que 1’on
faisait. Ils se ramenaient tous au calcul du produj o%: décimaux positifs, qu'on a
identifiés aux décimaux arithmétiques ; aussi les p otZsont ceux que I’on sait calculer des
le CM2 depuis le programme de 2008, et dés la i&' rement.

Le produit 3,8 x (- 10) est, quant a lui, d’upgguts§tre type. Ce qui débouche sur la question :
« Comment calculer et justifier le produi Aeux nombres relatifs (on peut aussi écrire 3,8
Dm

comme +3,8) ? » Dans ce cas partic , ment trouver en le justifiant a quoi est égal
le produit +3,8 x (- 10), et plus g¢& emtent, comment calculer le produit d’un positif par
un négatif ? »

On est donc confronté a u
deux nombres relatifs

stion large Q : « Comment calculer et justifier le produit de
st au professeur de faire travailler cette question par les €leéves,
de maniere a ce qu’ellg scompose en @y : « Comment calculer et justifier le produit d’un
positif et d’un négth§ en Q, : « Comment calculer et justifier le produit d’un négatif et
d’un positif ? »{etan W3 : « Comment calculer et justifier le produit d’un négatif et d’un

négatif 2 »
De tel%ie tons sont a écrire au tableau, afin que chacun voie et puisse identifier le

veau face auquel on se trouve et que I’on va travailler désormais.

Le ch™np des réponses données par les €léves est ouvert, et on les recueille. Il est bien
possible que les réponses soient données « au hasard », « a I’intuition », et sirement sans
aucune justification mathématique. C’est donc au professeur qu’incombe alors la nécessité de
replacer les ¢éleves dans le cadre d’ou a émergé le probleme : calculer 3,8 x (4,7 - 14,7). Une
nouvelle question apparait. Q* : « peut-on inventer des exemples de calculs de la forme d’un
nombre a multiplier par une somme ou une différence, qui aboutiraient a écrire les
produits d’un positif par un négatif, d’un négatif par un positif, de deux négatifs ? »

Le recensement et le classement selon le type auquel appartiennent les exemples donnés sont
notés au tableau ; on choisit alors d’étudier quelques exemples pour chacun de ces types.
L’intérét de ce travail est la conservation de 1’écriture sous forme du produit par une somme



algébrique, par exemple 3,8 x (4,7 - 14,7), qui évite d’étre immédiatement confronté a des
calculs du type 3,8 x (- 10) a partir desquels s’est perdue, parce qu’elle n’est plus visible,
I’idée de distribuer 3,8.

I1. Recherche de la résolution du probléeme posé par le produit d’un positif
et d’un négatif (ébauche d’une technique), question (@, et construction de
I’environnement technologique

On divise la classe en trois ou quatre groupes ; chacun des groupes s’engageant d leicaicul
d’un exemple différent relevant du type « produit d’un positif par un négatif »9

Attention ! Tous les produits des exemples doivent étre du type m x (% ecm,netp

décimaux arithmétiques et p > n, et non pas m x [n + (-p)], sous Reine Ytre confronté
apres développement au produit d’un positif par un négatif, m
a une impasse.

; ce qui aboutirait

On travaille par exemple sur 3,8 x (4,7 - 14,7). 1l est possiblﬁ s ¢leves soient bloqués et
ne proposent aucune piste d’attaque du calcul. Le profey pelit alors rappeler la clause du
contrat didactique qui veut que les seuls outils dont 6h Mgése soient ceux que I’on connait
pour les avoir étudiés antérieurement. Quels sont ? On attend que soient mentionnés
I’addition, la soustraction et 1’ordre sur les4qre , ainsi que la distributivité¢ de la
multiplication sur la soustraction. Le profess ose alors, dans ce cas, de se servir de ces
outils a bon escient afin d’6ter la problém. 2 de ce calcul.

On établit ainsi que 3,8 x (4,7 - 14,7 x4,7-3,8x%x14,7=17,86 - 55,86 =-38, qui étend
iplication par rapport a 1’addition dans .

«en acte » a D la distributivité d@n
Question : « qu’a-t-on établig ’issWe de ce calcul ? » On attend des ¢éléves qu’ils disent que

I’on vient d’établir par le le raisonnement que 3,8 x (-10) =+3,8 x (-10) = -38.
Ce résultat est confi les 2 ou 3 autres exemples traités par les autres groupes d’¢éleves.
On fait établir et c® par les éléves la régle de calcul : « le produit d’un positif par un
négatif est le néfga a pour valeur absolue le produit des valeurs absolues ».
Ce qui pg ire noter sur le cahier des €léves :
QAA Multiplication des relatifs
[ L de f-am‘uil Ade dewr 4&(41&64
7°/ Produit de Aewr positifs

uWﬁWW&mW{AMZ&WW{WAWVMW&WM
valewns absolues e ces dewr ronbnes

Eeenplle : (+12,4) x (+10) = 12,4 x 10 = 124 = +124
2°/ Produit AL'v poritif par wm négatef



qu’MWMWWWWM&W%WﬂWVMW
le produit des valewns abrolues

Exemples : 3,3 x (10) = 38 ; +4 x (-:2,5) =10 ; 0,01 x (-12) =-0,12 ...

Eroffer : 3,8 x (10) =3,8 x (4,7 -14,7) = 3,8 x 4,7 - 3,8 x 14,7 = 17,86 - S5,8€ = -38
Hpx (-28)=+4x (0-28)=4x0-4x25=0-10=-10
0,01 x(12)=0,01x (10-22)=0,01x10-0,01 x22=0,1 - 0,22 =-0,12
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Des exerci prent relatifs aux calculs de produits d’un positif par un négatif et que 1’on
effectu s Wpeourir au passage par la distributivité : 2,5 x (- 0,4) ; 0,1 x (-2,5) ; 10 x (-0,2) ;

+1,62§)’, (+4) x (-10,8) ; -2,3 x 5.8.

III. La poursuite de D’exploration des taches problématiques sur les
produits de deux relatifs, des techniques et technologies

1. Ce dernier calcul, -2,3 x 5,8, sera sans doute effectué par la plus grande partie des éleéves
sans remarquer qu’il est de nature différente des précédents. Si c’est le cas, le professeur attire
’attention des éléves, qui seront sans doute tentés d’affirmer la commutativité sans plus de




facon, sur la nouveauté du calcul. De nouveau, le professeur insiste sur la nécessité de
I’établir et demande comment faire.

On peut sans risque alors, penser que pour trouver le produit d’un négatif par un positif, les
¢léves vont recourir de nouveau a la distributivité, a droite cette fois-ci, ou bien étendre la
commutativité de la multiplication de </ a D. On peut demander aux €léves de proposer de
tels produits de deux décimaux relatifs. Imaginons que 1’on se mette d’accord sur le calcul de
-2,3 x 5,8. Il y a fort parier que les éléves vont commencer par décomposer 5,8 en somme ou
différence et s’apercoivent trés vite que le probléme ne peut €tre ainsi résolu. On en arrive
alors a développer -2,3. L’écriture d’une différence de deux positifs apparait comme une
nécessité ; soit, par exemple, (2,7 —5) x 5,8. On I’écrit: (2,7—-5)x5,8=2,7x 5,8 — 5,8
dans lequel on voit une différence de deux produits a calculer d’abord d’aprés 1 rémde
priorité des opérations vues comme relevant tout d’abord de &/ &

On obtient : 2,7 x 5,8 =5 x 5,8 = 15,66 - 29 =-13,34. qQ
>
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On partage de nouveau la classe en plusieurs gro% ;ui on attribue la justification de

calculs comme, par exemple: -9,2 x (+10) ; w ,5); -0,3 x4. La classe est alors
convaincue des résultats et le professeur fajg éfybli?’et énoncer par les éleves la régle de
calcul : «le produit d’un négatif par un it Wt le négatif qui a pour valeur absolue le
produit des valeurs absolues ». 6

Ce qui permet de faire noter sur le ¢leves :

2/ Produitt d'un WW

LCWX'MWW WMWMMQWWWAWVMW

e produitt des
Exenples : -% )=-28 ;-4 x (+2,5) =-10;-0,01 x (+12) =-0,12 ...
+

En offeid 10)=(4-7,8) x10=4x10-7,8 x 10 =40 - 78 = -39
4 x N2~ (1-5)x25=1%x25-Sx25=25-125=-10
-0, (+12)=(1-1,01) x12=1%x12-1,01 x 12 =12 - 12,12 = -0,12




2. Que faut-il étudier maintenant ? Il reste a examiner le cas du produit de deux négatif%
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On propose le calcul (-2,5) x (-4) quISC la classe quant au résultat : 10 ou -10 ? Ce qui
confirme la nécessité d’une preQ elle contiendra le résultat et sa justification. Certains
¢léves avancent qu’il seraitSurpre ant que (-2,5) x (-4) soit -10 car on sait que -10 = (-

2,5) x 4. Une telle remarq ge dans la voie qui consiste a rechercher si (-2,5) x (-4) et (-

certaine habitu s’apercevant que dans ce cas, le produit ne peut pas étre quelconque.
Par exemp le produit (-2,5) x (-4) en décomposant ainsi (-2,5) x [(-2) + (-2)] ou (-

2,5) x % )] ne permet pas de résoudre le probléme ; on retrouve continuellement,
t

2,5) x 4 sont opposés Q
La deuxieme VOE' % ¢ a revenir a la distributivité, ce dont les éléves ont désormais une

quell, la décomposition, le produit de deux négatifs.

Que « Comment décomposer judicieusement afin de ne plus obtenir le produit de
deux negattfs 2»

La solution réside dans le fait de passer par la soustraction et non plus I’addition. Ainsi (-
2,5) x (-4) = (-2,5) x [2 - (+6)] par exemple. On s’engage alors, en acte, dans 1’extension de la
distributivité de la multiplication par rapport a la soustraction de &/ a D. On a: (-2,5) x (-
4)=(-2,5)x [2 - (+6)] = (-2,5) x 2 - (-2,5) x (+6) = -5 — (-15) = 10.

On peut de nouveau diviser la classe en plusieurs groupes chargés de calculer en les justifiant
des produits de deux négatifs : (-3,5) x (-7,1), (-4) x (-21), (-15) x (-0,3), etc. La classe est
alors convaincue des résultats et le professeur fait établir et énoncer par les éléves la regle de




calcul : «le produit d’un négatif par un négatif est le positif qui a pour valeur absolue le
produit des valeurs absolues ».

Ce qui permet de faire noter sur le cahier des éleves :

4o/p "Z/Q{ﬁ g ZI{MM 2 z:{
qu'mWWMWW%M&WM%LﬁWVﬂ&MW
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Evernples : 3,8 x (10) = +38 ; -4 x (-2,5) = +10 ; -0,01 x (-12) = +0,12 ...

Endffit: 3,3 % (10) = (4-7,9) x (10) =4 x (10) - 7,8 x (1) = 40 - (99) = %e% 9
4% (28 =(1-5) x (25 =1x (25)-§ x (2.5) = 2,5 - (12,5) = 25 +10
0,01 x (12) = (1-1,00) x (12) =1 x (12) - 1,01 x (12) = 12 - <-4z,1zf=1/

12 + 1212 = +0,12

§* / Conclusion de ot sl Q
OavMﬁWWWMMMGW,&mW%.

Q~

Les ¢léves devraient alors sedemaNger s’il existe une quatriéme opération : la division. Cela
permet de relancer 1’étude, , avec cette fois I’étude des fractions ou encore la résolution
de I’équation a X x = hagyixa ¢t b décimaux relatifs, ou encore, pour commencer, entiers
relatifs. Cette quest'o provisoirement en suspens et sera étudiée plus tard, lorsqu’on se
sera familiarisé a ¥Cul des produits.

Iv. T@ke la technique et de I’organisation mathématique construite
utoyr

a Q a multiplication des relatifs

Arrivé en ce point, il est nécessaire de donner de nombreux exercices de calcul du produit de
deux relatifs, travaillant les différents cas possibles. Il semble aussi nécessaire de rencontrer
des cas ou I’un des facteurs est -1 ou 0. Les derniers calculs de produits doivent déboucher sur
des produits de plusieurs facteurs, éventuellement répétés si I’on souhaite poursuivre par
I’enseignement des puissances.

Par exemple, on peut avoir des calculs du type (-1) x3; (-1) x (-3); (-5) x(-1); (-4) x (-
T)x (+3); (-4) x (-7) x x; (-1)x (-4) x (-7) x x ; (-1) x 3x ; etc. De maniere a établir le role du




produit par -1, ’associativité de la multiplication, la détermination du signe du produit de
plusieurs facteurs. Cela reste a travailler...



